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あらまし 論理演算器の計算を多ソート代数でモデル化し，証明はプルーフチェッカーを用いて検証する．論理演算

子，演算子とハードウェアゲートとの関係，ゲート同士の信号線による接続等の定義・定理を基に，冗長 2進加算回

路を例とし，演算回路が正しく動作することを検証する．形式検証系としてMizar証明検査システムを用いた．信頼

性の高い演算器実装に関する数理的手法を確立することが，本研究の主眼である．
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Abstract We propose the calculation models of the logical arithmetic unit based on the many sorted algebra, and

verify the circuit’s design by using a proof checker. The stability of a circuit (redundant signed digit adder circuit

example) is proved based on the definitions and theorems about the logic operator, the hardware gates and the

connection by signal lines. For this purpose, we use ’Mizar’ proof checking system as formal verification tool. The

insistence of this research is to establish the mathematical principle technique concerning the calculation circuits

with high reliability.
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1. は じ め に

ディジタル回路を設計する際，最も重要となる点は，「ロジッ

ク」と「タイミング」の問題である．回路の設計検証における

従来の研究では，この 2つの問題を同時に議論しようとする場

合が多かった．これらを同時に解析的に検討するとき，実回路

では問題が複雑になりすぎ，回路の範囲を限定した上での小規

模回路での議論に留まっている [1] [2] [3] [4] [5]．

シミュレーション手法による設計検証 [6] も検討されている

が，実回路において，回路要素の遅延時間（最大，最小，平均）

の全ての値を調査することは困難である．このため，ゲートア

レイ設計の検証法では回路要素や配線の遅延時間をゼロと仮

定して上でのシミュレーション（zero-delay simulation）を開

発の前段階で行い，設計検証に係る時間の短縮を図る手法があ

る．しかし，最終的にレイアウトされた実ゲートアレイの動作

とは大きな食い違いが生じており，遅延情報を安易に仮定した

シミュレーションはあくまで動作の目安に過ぎない，といった

報告がある [7]．これらの問題点を解決するためには，「ロジッ

ク」と「タイミング」の問題を分けて検討することが有効と考

えられる． このうち，「タイミング」の問題に関しては，信号

伝搬を「タイミングベルト」という概念によってモデル化し，

それを用いた回路のタイミング検証手法が既に提案されてい

る [8] [9] [10]．

「ロジック」の問題に関して，演算回路を数学的定義に基

づいて設計し，設計検証と動作の正しさをプルーフチェッカー

（Proof Checker）を用いて証明する方策について，検討と諸概

念の導入が行われた．

回路を定義していくための数学的概念は，回路の構造として，

回路内の全信号点を表す状態空間，入出力信号間の写像で定義

される演算子，演算に必要な入力信号点を表す演算子から信号

点への写像，及び演算結果を表す演算子から出力信号点への写

像，といった 4つの空間と写像の対として定義する，多ソート
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代数構造を用いる [11] [12] [13] [14]．

結果，従来のシミュレーション手法などで用いている，狭い

条件下での演算子，信号線，遅延情報の組とは異なり，信号点

の状態空間を 0/1の値だけをとり得る 2値空間だけでなく，ハ

イインピーダンス状態や連続空間など，様々な空間で回路を定

義できることが可能となった．この構造を基に，入力信号によ

り出力信号が一意に決定できる演算子を一つだけ持つような

演算器（1 ゲート素子）が定義された [15] [16]．定義に基づい

て，演算子が当該回路の入出力信号点の間を写像する関数と

して正当か，結果が一意に定まる関数が存在するか，入力信号

点の状態が変化した場合，演算結果が安定となるか，などの重

要な性質が，どのような条件を満たすことで証明可能である

かについて示された．次に，演算回路の合成について定義され

た [17] [18]．合成後の回路は，上述の構造における各集合・写

像の和をとったものであり，この合成回路に関しても，結果が

一意に定まるか，演算結果が安定となるか，などの性質が証明

可能となった [20]．

演算回路の実例として，Montgomery 乗算器の内部演算

で使われる，冗長 2 進数表現（RSD : Redundant Signed

Digit）[22] [23] を用いたキャリー先送り型の加算演算回路 [24]

を取り挙げ，その回路定義と諸定理，更に動作の正しさの証明

を行う．2進数の基本的な演算に関しては定義・証明がなされて

いる [10]．ディジタル回路を定義するための論理演算子，ゲー

ト要素，またそれらの接続に関しての最小限の諸概念について

は定義・証明がなされている [18]．演算回路を構成するゲート

要素のためには多くの論理演算子が用いられるが，必要な場面

毎にそれぞれ定義していくことは混乱を招くため，まとまった

種類の演算子を用意した [19]．冗長 2進数表現のための演算器

は，3入力–2出力で一般化した汎化加算器（Generalized Full

Adder Circuit）[24]の定義を改めて行い，これを各ステージで

接続することとした [21]．

証明は以下のステップで進める． RSD表現における 1ビッ

ト分の演算回路は，汎化加算器を 2つ合成した構造で定義する．

各々の演算器は，双方ともゲート段数が 2である回路で定義で

きる．その定義を基に，回路の入出力信号に関する定理を導く．

最後に，入力信号点の状態が決まれば，演算結果が必ず安定す

ることを証明する．合成後の RSD加算器は，2ステージパイ

プライン構成をとるため，全体で 4ステップで演算結果は安定

する．パイプライン終端部では，次段への RSD表現引き継ぎ

と先送りしていたキャリーの合算を行うための簡単な AND回

路を構成し，最終的な加算結果を得る．

本稿の定義・定理は，Mizar proof checking system [25] [26]

[27] により，証明の正しさを検証している．Mizarとは，Bia-

lystok大学（ポーランド）の Andrzej Trybulec教授を中心と

したMizar Societyによって進められている，数学をコンピュー

タを使って形式化するプロジェクトの総称である．Mizarプロ

ジェクトは，コンピュータを使って数学を記述するために作られ

た Mizar言語 によって数学の証明を記述し，それをWindows

あるいは Unix環境下で稼働する Mizarプルーフチェッカーに

よって証明をチェックし，それをMizarライブラリに登録する

ことによって行われている．このプロジェクトの目的は，数学

論文のチェックシステムを作ることである．

Mizarによって数学の証明を形式化し記述したものを article

と呼ぶ. 新たに articleを記述する際には, 過去既に証明が検査

済みでライブラリに登録されている多くの articleを参照しな

がら進めることができる. 記述した articleがライブラリに登録

された後, その articleは他の articleが参照することができる.

articleは Mizar言語によって記述する. Mizar言語は, 数学の

一般的な証明の記述法を基にしているが, Mizar独特の記法も

あるので, 文法の詳細に関しては文献 [25] [27]を参照されたい.

2. 回路の構造・定義・定理

本節では, Trybulec,中村らによってなされた, 一般の回路を

定義していくための数学諸概念 [11] [12] [13] [14] [15] [16] [17] に

ついて, その構造，演算，入出力信号，合成，状態について取

り挙げる. また, Bancerek らによって定義・証明がなされた,

ディジタル回路を定義するための論理演算子, ゲート要素, また

それらの接続に関しての諸概念 [18]についても取り挙げる．な

お, これらの定義・定理はMizarプルーフチェッカーを利用し,

証明の正しさを検証している．

2. 1 回路の構造

回路の構造に関して, Many Sorted Signature という構造型

を導入する. これは carrier, operation symbols, arity, result

sort の組である. この概念を回路素子に当てはめた場合, それ

ぞれ,回路素子の入力信号と演算子を含む内部状態, 演算子, 演

算子への入力状態, 出力状態と対応する（図 1）．

図 1 Many Sorted Signature の構造図

Fig 1: A structure of Many Sorted Signature.

［定義 2.1］ (回路の構造)

Many Sorted Signature とは, 以下に示す carrier, operation

symbols, arity, 及び result sort の組で定義される.

¿ carrier, operation symbols, arity, result sort À
ここで, carrier, operation symbols は一般の集合である. ar-

ity は operation symbols から carrier* への関数, result sort

は operation symbols から carrier への関数である．
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2. 2 演 算 回 路

演算子（operation symbol）を一つだけ持つ回路に関し

て，1GateCircStr(p, f) という型を定義する．これは入力

信号 (rng p) を含めた内部状態 (carrier) において, 演算

子 (f) とその入力信号の組 (p) が一つあるような空でない

Many Sorted Signature である. 演算子への入力 arity は

rng(p), 出力 result sortは 〈p, f〉となり出力は一意に決まる.

［定義 2.2］ (1GateCircStr(p, f) の諸定義)

演算子 f を一般の集合, 入力信号線の組 p を 有限数列と

する. 1GateCircStr(p, f) とは, void ではない Many Sorted

Signature の下で, 以下の様に定義される.

(i) The carrier of 1GateCircStr(p, f)

= rng(p) ∪ {〈p, f〉}
(ii) the operation symbols of 1GateCircStr(p, f)

= {〈p, f〉}
(iii) (the arity of 1GateCircStr(p, f))(〈p, f〉) = p

(iv) (the result sort of 1GateCircStr(p, f))(〈p, f〉)
= 〈p, f〉

2. 3 回路の入出力信号

回路が用いる入出力信号線に関して, Input Vertices と In-

ner Vertices という関数を定義する. Input Vertices は内部状

態 (carrier) から出力状態の要素 rng(result sort of G) の差を

とったものであり, 演算子の入力そのものである. 他方 Innner

Vertices は演算出力状態の要素 rng(result sort of G) である．

［定義 2.3］ (関数 Input V ertices, Inner V ertices)

G を void ではない かつ 空ではない Many Sorted Sig-

nature とする. このとき, 関数 InputVertices(G) 及び

InnerVertices(G) は, G における carrier の 部分集合の下で,

以下の様に定義される.

(i) InputVertices(G)

= (The carrier of G) \ rng(the result sort of G)

(ii) InnerVertices(G) = rng(the result sort of G)

この定義から, 上述の 1GateCircStr(p, f)の場合,InputVer-

ticesと InnerVerticesに関して以下の定理が得られる.

［定理 2.1］ (演算回路の入出力)

演算子 f を一般の集合, 入力信号線の組 p を 有限数列とす

る. 関数 1GateCircStr(p, f) を void ではない Many Sorted

Signature の下で定義される演算回路とする. このとき, 入出力

線に関して, 以下の定理が成立する.

(i) (∀f)(∀p)(InputV erties(1GateCircStr(p, f))

= rng(p))

(ii) (∀f)(∀p)(InnerV erties(1GateCircStr(p, f))

= {〈p, f〉})
2. 4 演算回路の合成

Many Sorted Signature構造に関して,各要素の和（演算+·）
をとることで,回路の合成（combine）が定義できる.

［定義 2.4］ (Many Sorted Signature の合成)

空ではない f,g を考える. この時, f+·g は空ではない. 一般

の集合 A,B を考え, f,g を A,B で indexされた Many Sorted

Set とするとき, 合成 f+·g は以下の様に定義される.

(i) 合成 f+·g は A ∪ B で index された Many Sorted Set

である

S1, S2 を空ではない Many Sorted Signature とするとき,

S1 +· S2 の各要素は 空ではない Many Sorted Signature の下

で, 以下の様に定義される.

(ii) The carrier of S1 +· S2

= (the carrier of S1 ) ∪ (the carrier of S2 )

(iii) the operation symbols of S1 +· S2

= (the operation symbols of S1 )

∪ (the operation symbols of S2 )

(iv) the arity of S1 +· S2

= (the arity of S1 ) ∪ (the arity of S2 )

(v) the result sort of S1 +· S2

= (the result sort of S1 ) ∪ (the result sort of S2 )

この定義から, 上述の 1GateCircStr(p, f)の場合,InputVer-

ticesと InnerVerticesの回路合成後の状態に関して,以下の定

理が得られる.

［定理 2.2］ (回路合成後の入出力信号)

S1, S2 を, S1 ≈ S2 であるような, 空ではないMany Sorted

Signature とするとき, 以下の定理が成立する.

(i) (∀S1)(∀S2)(InnerV ertices(S1 + ·S2)

= InnerV erties(S1) ∪ InnerV ertices(S2))

(ii) (∀S1)(∀S2)(InputV ertices(S1 + ·S2)

⊂
=InputV erties(S1) ∪ InputV ertices(S2))

2. 5 動作後の回路の状態

回路を動作させた後の回路の状態について Following とい

う関数を定義する. 回路の状態 (v) に関して, 動作後の状態は

s(v)で示される. また, 回路が安定（stable）ということは, す

なわち,回路動作の前後において状態 sが変化していないこと

である.

［定義 2.5］ (動作後の回路状態)

I1 を void ではない かつ 空ではない circuit-like な Many

Sorted Signature とする. S1 を 空ではない I1 における回路と

する. s を S1 の回路状態とする. このとき, 関数 Following(s)

は,S1 の回路状態 の下で, 以下の様に定義される.

v を I1 の vertex とするとき,

(i) v ∈ InputV ertices(I1) ならば

(Following(s))(v) = s(v)とする

(ii) v ∈ InnerV ertices(I1) ならば (Following(s))(v) =

(Den(the action at v, S1))((the action at v)depend − on −
in s)とする

(iii) 動作後の S1の状態 = Following(動作前の S1の状態)な

らば S1は安定（stable）とする

例えば,上述の 1GateCircStr(p, f)に関して, 演算子 f が集

合 Boolean2 から Booleanへの関数である場合,以下の安定性

に関する定理が得られる. これは 2入力のBoolean演算子 f を

持つ 1-GateCircuit の状態は, Following(s)（1ステップ）で

安定であることを示している．故に，1-GateCircuitを複数個，

直列に並べて接続したような合成回路は，その段数 n に応じ

て，Following(s, n)（nステップ）で安定であることが別途示
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図 2 汎化加算器の 4 つの類形（文献 [24] より引用）

Fig 2: Four type of Generalized Full Adder Circuits.

される．

［定理 2.3］ (演算回路の安定性判別)

回路の演算子 f : Boolean2 7→ Booleanの関数とする. x1,x2

は Boolean{0, 1}の要素とする. 〈x1, x2〉は長さ 2の有限数列

で演算子 f の入力信号線を示す. s を入力信号線 〈x1, x2〉 で
あるような演算回路 1GateCircuit(〈x1, x2〉, f) の回路状態とす

る. このとき,演算回路の動作後の状態に関して, 以下の定理が

成立する.

(∀f)(∀s)(∀x1, x2)(

(Following(s))([〈x1, x2〉, f ]) = (f)(〈s(x1), s(x2)〉)
かつ (Following(s))(x1) = s(x1)

かつ (Following(s))(x2) = s(x2) ならば動作後の状

態 Following(s)は安定 (stable)である)

3. 汎化加算器（Generalized Full Adder Cir-
cuit）

本節では, RSD表現向けの演算素子として「汎化加算器」[24]

を取り上げ,その数学定義と回路の安定性について述べる [21]．

この汎化加算器を用いて，次節で説明するキャリー保存型の高

速加算回路をパイプライン型で構成する．ここでは,2.で説明

した回路に関する数学諸概念を基に, 証明検査済のMizarライ

ブラリ [19] で定義した論理演算子を用いて，演算回路の定義を

行う. なお，これらの定義・定理は Mizarプルーフチェッカー

を利用し, 証明の正しさを検証している．

3. 1 回路の構造

汎化加算器（Generalized Full Adder Circuit）[24]は，従来

からある 2ビット入力+1ビットのキャリー入力を有するよう

な全加算器の構成を一般化することにより，3ビット入力から

キャリー出力と後に述べる RSD表現における中間和の出力を

同時に得るように工夫された演算素子の提案である（図 2）．

汎化加算器は，3 ビット入力の中間和を求める加算回路と，

キャリー出力を求める桁上がり演算器の 2つの回路を合成する

ことで構成される. 入力は x, y, zであるが，4つの類形によって

各々入力の論理が異なっている．また出力は s, c であるが，こ

れも 4つの類形によって各々出力の論理が異なっている．以下,

類形タイプ 1（GFA-1）を例とし，演算器の定義を行い, 種々

の定理を導いた後, 回路の安定性について示す．他の類形タイ

プについても，同様に定義が行われ，種々の定理が導かれる．

3. 2 汎化加算回路・タイプ 1（GFA-1）の定義

汎化加算回路・タイプ 1（GFA-1）は，入力 x, y, z と出力

s, c の関係が，x − y + z = 2c − s を満たすような演算素

子である．加算器 GFA1AdderStr(x,y,z) と桁上がり演算器

GFA1CarryStr(x,y,z) の定義を行う．この 2つの回路を合成し

て，汎化加算回路 BitGFA1Str(x,y,z) を構成する. n

［定義 3.1］ (加算器の定義)

x,y,zを 集合 とする. このとき, Many Sorted Signatureの

下で, 加算器の構造 GFA1AdderStr(x,y,z) は, 以下の様に定義

される.

GFA1AdderStr(x, y, z)

= 1GateCircStr(〈x, y〉, xor2c)

+ · 1GateCircStr(〈[〈x, y〉, xor2c], z〉, xor2c)

ここで，2入力型論理演算子 xor2c は Boolean2 7→ Boolean

の関数であって，入力 〈x1, x2〉 を持つ場合，その演算結果が
x1 ⊕ not(x2) として定義されるものである [21]．

回路 GFA1AdderCirc(x,y,z)は,回路の構造が GFA1AdderStr

であるMany Sorted Signatureの下で, 以下の様に定義される.

GFA1AdderCirc(x, y, z)

= 1GateCircuit(x, y, xor2c)

+ · 1GateCircuit([〈x, y〉, xor2c], z, xor2c)

演算出力 (s) : GFA1AdderOutput(x, y, z) は, InnerVertices

(GFA1AdderStr(x, y, z)) の要素の元として, 以下の様に定義さ

れる．

GFA1AdderOutput(x, y, z)

= [〈[〈x, y〉, xor2c], z〉, xor2c]

［定義 3.2］ (桁上がり演算器の定義)

x,y,zを 集合 とする. このとき, Many Sorted Signatureの

下で, 桁上がり演算器の構造 GFA1CarryStr(x,y,z) は, 以下の

様に定義される.

GFA1CarryStr(x, y, z)

= (1GateCircStr(〈x, y〉, and2c)
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+ · 1GateCircStr(〈y, z〉, and2a)

+ · 1GateCircStr(〈z, x〉, and2))

+ · 1GateCircStr(〈[〈x, y〉, and2c], [〈y, z〉, and2a],

[〈z, x〉, and2]〉, or3)

ここで，2 入力型論理演算子 and2c, and2a, and2 は

Boolean2 7→ Boolean の関数であって，入力 〈x1, x2〉 を持
つ場合，その演算結果が各々， x1 ∧ not(x2), not(x1) ∧ x2,

x1 ∧ x2 として定義されるものである [19] [21]．また，3入力型

論理演算子 or3 は Boolean3 7→ Boolean の関数であって，入

力 〈x1, x2, x3〉 を持つ場合，その演算結果が x1 ∨ x2 ∨ x3 とし

て定義されるものである [19]．

回路 GFA1CarryCirc(x,y,z)は,回路の構造がGFA1CarryStr

である Many Sorted Signatureの下で, 以下の様に定義される.

GFA1CarryStr(x, y, z)

= (1GateCircuit(x, y, and2c)

+ · 1GateCircuit(y, z, and2a)

+ · 1GateCircuit(z, x, and2))

+ · 1GateCircuit([〈x, y〉, and2c], [〈y, z〉, and2a],

[〈z, x〉, and2], or3)

演算出力 (c) : GFA1CarryOutput(x,y,z) は, InnerVertices

( GFA1CarryStr(x,y,z) ) の要素の元として，以下の様に定義

される．

GFA1CarryOutput(x, y, z)

= [〈[〈x, y〉, and2c], [〈y, z〉, and2a], [〈z, x〉, and2]〉, or3]

［定義 3.3］ (汎化加算回路（タイプ 1）の合成)

x,y,z を 集合 とする. このとき, Many Sorted Signa-

ture の下で, 合成した汎化加算回路（タイプ 1）の構造 Bit-

GFA1Str(x,y,z) は, 以下の様に定義される.

BitGFA1Str(x, y, z)

= GFA1AdderStr(x, y, z) + · GFA1CarryStr(x, y, z)

回路 BitGFA1Circ(x,y,z) は, 回路の構造が BitGFA1Str で

ある Many Sorted Signatureの下で, 以下の様に定義される.

BitGFA1Circ(x, y, z)

= GFA1AdderCirc(x, y, z) + · GFA1CarryCirc(x, y, z)

3. 3 回路の入出力信号に関する定理

上で定義した演算回路の定義を基に, 各回路の内部状態,入出

力信号である carrier, InputVertices, InnerVertices に関する

定理を証明する.

［定理 3.1］ (加算器に関する諸定理)

x,y,z を 集合 とする. このとき, 加算器に関する以下の定理

が成立する.

(∀x, y, z)((InnerV ertices(GFA1AdderStr(x, y, z))

は Relationである)

かつ the carrier of GFA1AdderStr(x, y, z) =

{x, y, z} ∪ {[〈x, y〉, xor2c], [〈[〈x, y〉, xor2c], z〉, xor2c]}
かつ InnerV ertices(GFA1AdderStr(x, y, z)) =

{[〈x, y〉, xor2c], [〈[〈x, y〉, xor2c], z〉, xor2c]}
かつ InputV ertices(GFA1AdderStr(x, y, z)) = {x, y, z}

［定理 3.2］ (桁上がり演算器に関する諸定理)

x,y,z を 集合 とする. このとき, 桁上がり演算器に関する以

下の定理が成立する.

(∀x, y, z)((InnerV ertices(GFA1CarryStr(x, y, z))

は Relationである)

かつ the carrier of GFA1CarryStr(x, y, z) =

{x, y, z} ∪ {[〈x, y〉, and2c], [〈y, z〉, and2a], [〈z, x〉, and2]}
∪ {[〈[〈x, y〉, and2c], [〈y, z〉, and2a], [〈z, x〉, and2]〉, or3]}

かつ InnerV ertices(GFA1CarryStr(x, y, z)) =

{[〈x, y〉, and2c], [〈y, z〉, and2a], [〈z, x〉, and2]}
∪ {[〈[〈x, y〉, and2c], [〈y, z〉, and2a], [〈z, x〉, and2]〉, or3]}

かつ (InputV ertices(GFA1CarryStr(x, y, z)) = {x, y, z})
［定理 3.3］ (汎化加算回路（タイプ 1）に関する諸定理)

x,y,z を 集合 とする. このとき, 汎化加算回路（タイプ 1）

に関する以下の定理が成立する.

(∀x, y, z)((InnerV ertices(BitGFA1Str(x, y, z))

は Relationである) かつ

the carrier of BitGFA1Str(x, y, z) =

(the carrier of GFA1AdderStr(x, y, z)) ∪
(the carrier of GFA1CarryStr(x, y, z)) かつ

InnerV ertices(BitGFA1Str(x, y, z)) =

(InnerV ertices(GFA1AdderStr(x, y, z))) ∪
(InnerV ertices(GFA1CarryStr(x, y, z))) かつ

InputV ertices(BitGFA1Str(x, y, z)) = {x, y, z}
3. 4 動作の安定性の証明

演算回路の定義と種々の定理を基に，汎化加算回路（タイプ

1）BitGFA1Str(x, y, z) に関する，動作の安定性の証明を行う.

［定理 3.4］ (汎化加算回路（タイプ 1）の 2ステップ動作後)

x,y,z を 集合とする．ただし，入力信号点 x, y, z は，回路の内

部信号点とは異なることを前提条件とする．このとき，s を 汎化

加算回路 BitGFA1Circ (x, y, z) の信号点の状態，Boolean の

要素であるような a1,a2,a3 を a1 = s(x), a2 = s(y), a3 = s(c)

とするとき, 2ステップ動作後の状態のうち出力信号点に着目

した場合，以下の値を得る．

(∀x, y, z)(∀s)(∀a1, a2, a3)(

Following(s, 2)(GFA1AdderOutput(x, y, z))

= not(a1 ⊕ not(a2) ⊕ a3),かつ

Following(s, 2)(GFA1CarryOutput(x, y, z))

= (a1 ∧ not(a2)) ∨ (not(a2) ∧ a3) ∨ (a3 ∧ a1))

［定理 3.5］ (汎化加算回路（タイプ 1）の安定性)

x,y,z を 集合とする．ただし，入力信号点 x, y, z は，回路の

内部信号点とは異なることを前提条件とする．このとき，s を

汎化加算回路 BitGFA1Circ (x, y, z) の信号点の状態として，

回路は，2ステップ動作した後，安定である．つまり，

(∀x, y, z)(∀s)(Following(s, 2) is stable)

【証明】

入力信号点 x, y, z を，回路の内部信号点とは異なることを

前提条件として採用する．S を BitGFA1Str(x, y, z) とする. s

を回路 S の全ての状態, s1 を Following(s, 2)（2ステップ動

作後の状態）, s2 を Following(Following(s, 2))（3ステップ

動作後の状態）とする. このとき, s1 = s2 であることを示せば

よい．
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図 3 冗長 2 進加算器の回路構成（文献 [24] より引用）

Fig 3: Circuit Configuration of Redundant Signed Digit Adder.

[A] S の carrier は, dom(s1) であり かつ dom(s2) で

ある（ [15] 定理 4）．[B] S の carrier は, InnerVertices(

GFA1AdderStr (x, y, z)) ∪ InnerVertices ( GFA1CarryStr

(x, y, z)) で あ る（ 定 理 3.3）. い ま, a を S の

carrier の集合の要素とすると，a ∈ {x, y, z} また
は a ∈ {[〈x, y〉, xor2c], [〈[〈x, y〉, xor2c], z〉, xor2c]} または
a ∈ {[〈x, y〉, and2c], [〈y, z〉, and2a], [〈z, x〉, and2]} または a ∈
{[〈[〈x, y〉, and2c], [〈y, z〉, and2a], [〈z, x〉, and2]〉, or3]} である
（[B] ならびに [28] 定理 8）．従って, [C] a = x または

a = y または a = b または a = [〈x, y〉, xor2c] または

a = [〈[〈x, y〉, xor2c], z〉, xor2c] または a = [〈x, y〉, and2c]

または a = [〈y, z〉, and2a] または a = [〈z, x〉, and2] また

は a = [〈[〈x, y〉, and2c], [〈y, z〉, and2a], [〈z, x〉, and2]〉, or3] で

ある（ [29] 定理 8）．先ず，[D] 入力信号線 x, y, z に関し

て，これはゲート出力ではないから，常に，s2(x) = s1(x)

かつ s1(x) = s(x) かつ s2(y) = s1(y) かつ s1(y) =

s(y) かつ s2(c) = s1(c) かつ s1(c) = s(c) である．次

に，[E] 定義 3.1 を用いて s1([〈[〈x, y〉, xor2c], z〉, xor2c]) =

s1(GFA1AdderOutput(x, y, z)) である．論理の等価性に

したがって，s1([〈[〈x, y〉, xor2c], z〉, xor2c]) = not(s1(x) ⊕
not(s1(y)) ⊕ s1(c)) で あ る（ 定 理 3.4） ．Following

を 繰 り 返 し 適 用 し て ，s2([〈[〈x, y〉, xor2], c〉, xor2]) =

not(s1(x) ⊕ not(s1(y)) ⊕ s1(c)) を 得 る ．同 様 に ，[F]

s1([〈[〈x, y〉, and2c] , [〈y, z〉, and2a] , [〈z, x〉, and2]〉, or3] =

s1(GFA1CarryOutput(x, y, z)). これより，s1([〈[〈x, y〉, and2c]

, [〈y, z〉, and2a] , [〈z, x〉, and2] 〉, or3] = (s1(x)∧not(s1(y)))∨
(not(s1(y)) ∧ s1(c)) ∨ (s1(c) ∧ s1(x)) で あ る の で ，

s2([〈[〈x, y〉, and2c] , [〈y, z〉, and2a] , [〈z, x〉, and2]〉, or3] =

(s1(x) ∧ not(s1(y))) ∨ (not(s1(y)) ∧ s1(c)) ∨ (s1(c) ∧ s1(x))

を得る．以上 [C]～[F] より s2(a) = s1(a) である．故に，[A]

ならびに [30]定理 9から，s1 = s2 となる．

4. 冗長2進加算器（Redundant Signed Digit
Adder）

本節では, 演算回路の実例として，Montgomery乗算器の内

部演算で使われる，冗長 2進数表現（RSD : Redundant Signed

Digit）[22] [23] を用いたキャリー先送り型の加算演算回路 [24]

について，その回路定義と諸定理，更に動作の正しさの証明を

行う．なお，これらの定義・定理はMizarプルーフチェッカー

を利用し, 証明の正しさを検証している．

4. 1 回路の構造

冗長 2進加算器（Redundant Signed Digit Adder）[24]は，加

算器への入出力を行うビット表現を，0, 1という単一のBoolean

から，例えば {〈0, 0〉, 〈1, 0〉, 〈0, 1〉} という 2つの Boolean要素

を組にした表現（冗長 2進数）へ拡張し，これによって，加算

演算時に発生するキャリー（桁上り）を出来るだけ少なくし，

かつ，回路構成を工夫することで，最終的な加算出力を得る段

階（レイヤ）まで，キャリーに関する計算を先送りできるよう

に工夫し，キャリー伝搬に伴う速度低下を防止する機構を有す

る，演算回路の提案である（図 3）．

冗長 2進数表現を用いた中間和を求める演算器は，3入力–2

出力で一般化した汎化加算器（Generalized Full Adder Cir-

cuit）[21] を用いて，これをレイヤ I で 2 段のパイプラインで

接続する．汎化加算器の動作の安定性（2ステップで全状態が

安定化する）については，前節 3. にて示した．合成後の RSD

加算器は，2ステージパイプライン構成をとるため，全体で 4

ステップで演算結果は安定する．パイプライン終端部（レイヤ

II）では，次段への RSD 表現引き継ぎと先送りしていたキャ

リーの合算を行うための簡単な AND回路（1ステップで安定

化）を構成し，最終的な加算結果を得る．よって，5ステップ

で全状態が安定化する．

4. 2 冗長 2進加算器・レイヤ I（中間和）の定義

冗長 2進加算器・レイヤ I（中間和）の回路構成は，k−1ビッ
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ト目から先送りされてきた中間キャリーの入力 cin と， k ビッ

ト目の桁の入力 〈x+
k , x−

k 〉と 〈y+
k , y−

k 〉との RSD加算演算を行

い，中間和出力と先送りされてきたキャリーの組 〈t+k , t−k+1〉を
得るようになっている．

レイヤ Iの加算器 BitRSD1Str(x−, x+, y−, y+, cin) の定義

を行う．これは，汎化加算器のタイプ 2(BitGFA2Str)とタイ

プ 1(BitGFA1Str)を，和出力線で直列合成したものである．

［定義 4.1］ (レイヤ I加算器の合成)

x−, x+, y−, y+, cin を 集合 とする. このとき, Many

Sorted Signature の 下 で, レ イ ヤ I 加 算 器 の 構 造

BitRSD1Str(x−, x+, y−, y+, cin) は, 以下の様に定義される.

BitRSD1Str(x−, x+, y−, y+, cin)

= BitGFA2Str(x−, x+, y−)

+· BitGFA1Str(GFA2AdderOutput(x−, x+, y−), cin, y+)

回路 BitRSD1Circ(x−, x+, y−, y+, cin) は, 回路の構造が

BitRSD1Str であるMany Sorted Signatureの下で, 以下の様

に定義される.

BitRSD1Circ(x−, x+, y−, y+, cin)

= BitGFA2Circ(x−, x+, y−)

+· BitGFA1Circ(GFA2AdderOutput(x−, x+, y−), cin, y+)

4. 3 回路の入出力信号に関する定理

上で定義した演算回路の定義を基に, 各回路の内部状態,入出

力信号である carrier, InputVertices, InnerVertices に関する

定理を証明する.

［定理 4.1］ (レイヤ I加算器に関する諸定理)

x−, x+, y−, y+, cin を 集合 とする. このとき, レイヤ I加算

器に関する以下の定理が成立する.

(∀x−, x+, y−, y+, cin)(

(InnerV ertices(BitRSD1Str(x−, x+, y−, y+, cin))

は Relationである)

かつ the carrier of BitRSD1Str(x−, x+, y−, y+, cin) =

{x−, x+, y−, y+, cin} ∪
{[〈x−, x+〉, xor2c], GFA2AdderOutput(x−, x+, y−)} ∪
{[〈x−, x+〉, and2c], [〈x+, y−〉, and2a], [〈y−, x−〉, and2],

GFA2CarryOutput(x−, x+, y−)} ∪
{[〈GFA2AdderOutput(x−, x+, y−), cin〉, xor2c],

GFA1AdderOutput(GFA2AdderOutput(x−, x+, y−),

cin, y+)} ∪
{[〈GFA2AdderOutput(x−, x+, y−), cin〉, and2c],

[〈cin, y+〉, and2a],

[〈y+, GFA2AdderOutput(x−, x+, y−)〉, and2],

GFA1CarryOutput(GFA2AdderOutput(x−, x+, y−),

cin, y+)}

かつ InputV ertices(BitRSD1Str(x−, x+, y−, y+, cin)) =

{x−, x+, y−, y+, cin}
4. 4 動作の安定性の証明

演算回路の定義と種々の定理を基に，レイヤ I 加算器

BitRSD1Str(x−, x+, y−, y+, cin) に関する，動作の安定性の

証明を行う.

［定理 4.2］ (レイヤ I加算器の 4ステップ動作後)

x−, x+, y−, y+, cin を 集 合 と す る. 入 力 信 号 点

x−, x+, y−, y+, cin は，回路の内部信号点とは異なるこ

とを前提条件とする．このとき，s を レイヤ I 加算器

BitRSD1Circ(x−, x+, y−, y+, cin) の信号点の状態，Boolean

の要素であるような a1,a2,a3,a4,a5 を a1 = s(x−), a2 =

s(x+), a3 = s(y−), a4 = s(y+), a5 = s(cin) とするとき,

4ステップ（2+2ステップ）動作後の状態のうち，ある出力信

号点（t−）に着目した場合，以下の値を得る．

(∀x−, x+, y−, y+, cin)(∀s)(∀a1, a2, a3, a4, a5)(

Following(s, 4)(BitRSD1Output−(x−, x+, y−, y+, cin))

= not(not(a1) ⊕ a2 ⊕ not(a3) ⊕ a4 ⊕ not(a5))

もうひとつの出力信号点（t+）に着目した場合にも，同様の

値を得る（省略）．

［定理 4.3］ (レイヤ I加算器の安定性)

x−, x+, y−, y+, cin を 集 合 と す る. 入 力 信 号 点

x−, x+, y−, y+, cin は，回路の内部信号点とは異なるこ

とを前提条件とする．このとき，s を レイヤ I 加算器

BitRSD1Circ(x−, x+, y−, y+, cin) の信号点の状態として，回

路は，4ステップ動作した後，安定である．つまり，

(∀x−, x+, y−, y+, cin)(∀s)(Following(s, 4) is stable)

【証明は省略．[20]定理 20を用いる．2+2ステップで安定．】

4. 5 冗長 2進加算器・レイヤ II（キャリーとの合算）の定義

冗長 2進加算器・レイヤ II（キャリーとの合算）の回路構成

は，k − 2ビット目と k − 1ビット目から先送りされてきた中

間キャリー t+ と， k ビット目の桁の中間和を入力として，最

終的に求めたい RSD表現による和出力 〈z+
k , z−

k+1〉を得るよう
になっている．

レイヤ II の加算器 BitRSDStr(x−, x+, y−, y+, cin, t+) の

定義を行う．これは，レイヤ I 加算器 (BitRSD1Str) とキ

ャリー合算のための AND 回路 (1GateCircStr(p, and2c) +

·1GateCircStr(p, and2a)) を，出力線で直列合成したもので

ある．

［定義 4.2］ (レイヤ I+II加算器の合成)

x−, x+, y−, y+, cin, t+ を 集合 とする. このとき,

Many Sorted Signature の下で, レイヤ I 加算器の構造

BitRSDStr(x−, x+, y−, y+, cin, t+) は, 以下の様に定義さ

れる.

BitRSDStr(x−, x+, y−, y+, cin, t+)

= BitRSD1Str(x−, x+, y−, y+, cin)

+ · 1GateCircStr(〈t+,

BitRSD1Output−(x−, x+, y−, y+, cin)〉, and2c)

+ · 1GateCircStr(〈t+,

BitRSD1Output−(x−, x+, y−, y+, cin)〉, and2a)

回路 BitRSDCirc(x−, x+, y−, y+, cin, t+) は, 回路の構造

が BitRSDStr である Many Sorted Signatureの下で, 以下の

様に定義される.

BitRSDCirc(x−, x+, y−, y+, cin, t+)

= BitRSD1Circ(x−, x+, y−, y+, cin)
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+ · 1GateCircuit(t+,

BitRSD1Output−(x−, x+, y−, y+, cin), and2c)

+ · 1GateCircuit(t+,

BitRSD1Output−(x−, x+, y−, y+, cin), and2a)

4. 6 回路の入出力信号に関する定理

上で定義した演算回路の定義を基に, 各回路の内部状態,入出

力信号である carrier, InputVertices, InnerVertices に関する

定理を証明する.

［定理 4.4］ (レイヤ I+II加算器に関する諸定理)

x−, x+, y−, y+, cin, t+ を 集合 とする. このとき, レイヤ

I+II加算器に関する以下の定理が成立する.

(∀x−, x+, y−, y+, cin, t+)(

(InnerV ertices(BitRSDStr(x−, x+, y−, y+, cin, t+))

は Relationである)

かつ the carrier of BitRSDStr(x−, x+, y−, y+, cin, t+) =

{x−, x+, y−, y+, cin, t+} ∪
{[〈x−, x+〉, xor2c], GFA2AdderOutput(x−, x+, y−)} ∪
{[〈x−, x+〉, and2c], [〈x+, y−〉, and2a], [〈y−, x−〉, and2],

GFA2CarryOutput(x−, x+, y−)} ∪
{[〈GFA2AdderOutput(x−, x+, y−), cin〉, xor2c],

GFA1AdderOutput(GFA2AdderOutput(x−, x+, y−),

cin, y+)} ∪
{[〈GFA2AdderOutput(x−, x+, y−), cin〉, and2c],

[〈cin, y+〉, and2a],

[〈y+, GFA2AdderOutput(x−, x+, y−)〉, and2],

GFA1CarryOutput(GFA2AdderOutput(x−, x+, y−),

cin, y+)} ∪
{[〈t+, BitRSD1Output−(x−, x+, y−, y+, cin)〉, and2c],

[〈t+, BitRSD1Output−(x−, x+, y−, y+, cin)〉, and2a]}

かつ InputV ertices(BitRSDStr(x−, x+, y−, y+, cin, t+)) =

{x−, x+, y−, y+, cin, t+}
4. 7 動作の安定性の証明

演算回路の定義と種々の定理を基に，レイヤ I+II 加算器

BitRSDStr(x−, x+, y−, y+, cin, t+) に関する，動作の安定性

の証明を行う.

［定理 4.5］ (レイヤ I+II加算器の 5ステップ動作後)

x−, x+, y−, y+, cin, t+ を 集合 とする. 入力信号点

x−, x+, y−, y+, cin, t+ は，回路の内部信号点とは異なるこ

とを前提条件とする．このとき，s を レイヤ I+II 加算

器 BitRSDCirc(x−, x+, y−, y+, cin, t+) の信号点の状態，

Boolean の要素であるような a1,a2,a3,a4,a5,a6 を a1 = s(x−),

a2 = s(x+), a3 = s(y−), a4 = s(y+), a5 = s(cin), a6 = s(t+)

とするとき, 5ステップ（4+1ステップ）動作後の状態のうち，

ある出力信号点（z+）に着目した場合，以下の値を得る．

(∀x−, x+, y−, y+, cin, t+)(∀s)(∀a1, a2, a3, a4, a5, a6)(

Following(s, 5)(BitRSDOutput+(x−, x+, y−, y+, cin, t+))

= a6 ∧ (not(a1) ⊕ a2 ⊕ not(a3) ⊕ a4 ⊕ not(a5)

もうひとつの出力信号点（z−）に着目した場合にも，同様の

値を得る（省略）．

［定理 4.6］ (レイヤ I+II加算器の安定性)

x−, x+, y−, y+, cin, t+ を 集合 とする. 入力信号点

x−, x+, y−, y+, cin, t+ は，回路の内部信号点とは異なるこ

とを前提条件とする．このとき，s を レイヤ I+II 加算器

BitRSDCirc(x−, x+, y−, y+, cin, t+) の信号点の状態として，

回路は，5ステップ動作した後，安定である．つまり，

(∀x−, x+, y−, y+, cin, t+)(∀s)(Following(s, 5) is stable)

【証明は省略．[20]定理 20を用いる．4+1ステップで安定．】

5. む す び

「ロジック」の問題に関して，演算回路を数学的定義に基

づいて設計し，設計検証と動作の正しさをプルーフチェッカー

（Proof Checker）を用いて証明する方策を導入した．検証対象

となる演算回路の実例としては，冗長 2進数表現を用いたキャ

リー先送り型の加算演算回路を取り挙げ，その回路定義と諸定

理，更に動作の正しさと安定性に関するの証明を行った．これ

らの定義・定理の証明を，Mizarプルーフチェッカーにより検

証した．今後の課題として，n-bit の Carry 先読み型，Carry

スキップ型回路などの設計検証，更にはWallence-Tree型乗算

器やMontgomery高速乗算器などの設計検証も行い，RSA暗

号処理などを高速に行うディジタル回路や DSPプロセッサの

ALU に必要な，様々な演算回路について検証を進めていくこ

とが挙げられる．
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